Unidad Il: Sistemas Lineales discretos y continuos (continuacion)

Objetivo especifico: Entender ampliamente el fendmeno del comportamiento de los modelos
matematicos para la resolucion de problemas enfocados a las ecuaciones lineales.

Conceptos a desarrollar en la unidad:  Dar al alumno las herramientas necesarias, para que pueda
efectuar el analisis de los sistemas lineales discretos y continuos.

2.1 Diferencia entre sistemas continuos y sistemas discretos *

Sistemas continuos

Los sistemas continuos operan con sefiales analdgicas y su principal caracteristica es presentar
continuidad tanto en magnitud como en tiempo. Sistemas Discretos Principal caracteristica es operar
con sefiales discontinuas que presentan su discontinuidad tanto en magnitud como en tiempo Son
los primeros sistemas de adquisicion de datos. También se les conoce como sistemas
convencionales. Primer caracteristica: Registran y manipulan la informacion mediante sefiales
analdgicas (Voltaje, corriente, presion, temperatura, posicién o alguna variable fisica).

Continuidad en magnitud lo definimos bajo la caracteristica de que ante un rango definido de la
variable o sefial se tienen un numero infinito de valores intermedios. Continuidad en tiempo Se
puede decir que una sefial o variable que muestra continuidad en el tiempo es aquella que siempre
estd presente. Tienen la caracteristica de operar con informacién no con sefiales que presentan
discontinuidad tanto en magnitud como en tiempo. Las computadoras operan y manipulan
informacion en forma de codigos digitales.

En una sefial continua tenemos que en cualquier intervalo definido se tiene un nimero infinito de
valores intermedios. En una sefial discreta se tiene un nimero finito de combinaciones, es por eso
gque en el momento de conversién se tendra que aproximar la magnitud de la sefial continua a la
combinacion digital que mejor represente su magnitud. Discontinuidad en magnitud La operacién
con codigos digitales hace que un valor solo pueda ser representado por una combinacién de un
namero finito de combinaciones, esto genera una discontinuidad en magnitud porque entre un valor
y el siguiente no existen valores intermedios. Discontinuidad en tiempo La discontinuidad en tiempo
se produce al realizar una secuencia de instrucciones. Que precauciones debemos tener en el
disefio de sistemas discretos. El tamafio de la palabra lo que va a fijar el error de cuantizacion,
producido por el redondeo o truncamiento producido en la conversion de la variable continua a un
codigo digital.

El tiempo entre muestreos evitard que se “escapen eventos” o se produzca distorsion en la
informacién. Ventajas y desventajas del Sistema Discreto del Continuo Facilidad para el
procesamiento de la sefial. Se ven menos afectadas a causa del ruido ambiental.

Puede ser amplificada y reconstruida al mismo tiempo. Necesita una conversién analégica-digital
previa. La sefial digital requiere mayor ancho de banda que la sefial analdgica para ser transmitida.
En cuanto video y sonido, un sistema discreto es mas costoso y con menos calidad que un sistema
continuo.

Sefial es cualquier cantidad fisica que varia con el tiempo, espacio o cualquier otra variable Tipos de
Sefiales De tiempo continuo (continuas) Son sefiales continuas en el tiempo definidas por una
sucesion continua de valores

1 Informacion obtenida del sitio de Internet Wikipedia Internacional.



Surgen de un fendmeno fisico Se obtienen mediante un transductor
Ejemplos: voz, temperatura, oscilaciones, etc. Si su amplitud es continua: analdgicas.

De tiempo discreto (discretas) Se define sélo en instantes de tiempo discretos. Se derivan a menudo
de sefiales continuas, muestreadas a una tasa uniforme Se representa por una secuencia de
nameros.

 Par
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» Periddica
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* Determinista

* Aleatoria

» De energia de potencia.

Las sefales digitales pueden entregar 2 tipos de informacion: a) Estado de la sefial: 0 o 1, (on — off.)
Cantidad de pulsos: es posible que con la cantidad de pulsos de un sistema se obtenga informacién
como el angulo de giro de un motor. De las sefales analdgicas se puede obtener este tipo de
informacién: a) Nivel o Valor Analdgico de la sefial: permite apreciar el valor que a tomado la sefial,
la cual sera de lenta variacion, por ejemplo un sensor de caudal. b) Forma o Contorno de la Sefal:
importantisimo cuando se adquieren sefiales analdgicas a alta velocidad y se grafica con respecto al
tempo. ¢) Dominio de la frecuencia: es necesario muestrear la misma a alta velocidad y realizar la
transformada de Fourier para hacer el analisis con frecuencias o armonicos.

Sistemas discretos

Los sistemas de control de tiempo discreto (STD) son sistemas dinamicos para los cuales una 6 mas
de sus variables solamente son conocidas en ciertos instantes. Por lo tanto, son aquellos que
manejan sefiales discretas, a diferencia de los sistemas de tiempo continuo (STC) en los cuales sus
variables son conocidas en todo momento. El hecho de que algunas funciones del tiempo propias
del STD varien en forma discreta, puede provenir de una caracteristica inherente al sistema, como
en el caso de aquellos que trabajan con algun tipo de barrido, por ejemplo: un sistema de radar.

La otra posibilidad es que la variacién discreta provenga de un proceso de muestreo de alguna
sefal, y estos Ultimos son los que interesan en este estudio. Este proceso de muestreo, que
convierte una sefial analdgica o de tiempo continuo en una sefal discreta o muestreada, podria
hacerse a un ritmo constante, variable segun alguna ley de variacién o aleatorio. En este capitulo se
estudiardn aquellos cuyo muestreo obedece a un ritmo constante o sea, aquellos en los que el
intervalo de muestreo es constante.

Las mateméticas discretas son un area de las matematicas encargadas del estudio de los conjuntos
discretos: finitos o infinitos numerables. En oposicién a las matematicas continuas, que se encargan
del estudio de conceptos como la continuidad y el cambio continuo, la mateméticas discretas
estudian estructuras cuyos elementos pueden contarse uno por uno separadamente. Es decir, los
procesos en matematicas discretas son contables, como por ejemplo, los nimeros enteros, grafos y
sentencias de logica.[ ]Mientras que el calculo infinitesimal esta fundado en los niumeros reales que
no son numerables, la matematica discreta es la base de todo lo relacionado con los nameros
naturales o conjuntos numerables.

Son fundamentales para la ciencia de la computacion, porque s6lo son computables las funciones
de conjuntos numerables. La clave en matematicas discretas es que no es posible manejar las ideas
de proximidad o limite y suavidad en las curvas, como se puede en el calculo. Por ejemplo, en
matematicas discretas una incognita puede ser 2 6 3, pero nunca se aproximara a 3 por la izquierda
con 2.9, 2.99, 2.999, etc. Las graficas en matematicas discretas vienen dadas por un conjunto finito
de puntos que se pueden contar por separado; es decir, sus variables son discretas o digitales,



mientras que las gréaficas en calculo son trazos continuos de rectas o curvas; es decir, sus variables
son continuas o analdgicas. etc.

Las diferencias entre uno y otro.

Evento discreto: es una accion que ocurre solo una vez en el tiempo por lo cual se vuelve Unica en el
sistema y puede ocasionar que el estado del sistema cambie.

Evento continuo: es una accion constante en el sistema ligada al reloj simulador que presenta
eventos continuos por lo cual las variables cambian ininterrumpidamente con respecto al tiempo.

Evento Discreto Evento Continuo

Accion instantanea Accién que nunca termina

Ocurre en un punto unico en el tiempo Continua ininterrumpidamente con respecto al
tiempo

La ocurrencia puede ocasionar que el estado | Permite que las variables cambien continuamente

del sistema cambie sobre el tiempo

Se mantiene un tiempo denominado reloj de | Se mantiene una tasa definida de cambio ligada al

simulacion reloj de simulacién

2.2 Ecuaciones diferenciales 2

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que involucra derivadas (o diferenciales) de una funcién
desconocida de una o mas variables. Si la funcién desconocida depende sélo de una variable, la
ecuacion se llama una ecuacion diferencial ordinaria. Sin embargo, si la funcién desconocida
depende de més de una variable la ecuacion se llama una ecuacion diferencial parcial.

Un ejemplo de ecuacion diferencial ordinaria es:

dy __
— =2y
dx
La variable independiente (v. i) es x
La variable dependiente (v. d) es 'y
Un ejemplo de ecuacién diferencial parcial es:
dv d*v
s+ 25—==V
dx* dy*

La variable independiente (v. i) es "x"y "y"

2 .. . . "
Informacién obtenida del sitio de Internet monografias.com




La variable dependiente (v. d) es V

Orden de una ecuacion diferencial

El orden de una ecuacion diferencial esta dado por el orden mayor de su derivada.

Ejemplo;

}T — }?r.’ — JTr —_— }' — Sen 3_‘-
(x + y)dx = (v — x)dy
vi=3(y")*+5y—3x+2

d-;}. d:".'

d*vy
orden 2 por —
dx-

orden 3 pory"
orden 1 por "dx" v "dy"

orden 2 porv"

dy

dx*

orden 4 por "

Grado de una ecuacion diferencial
El grado de una ecuacion diferencial esta dado por el exponente del mayor orden de su derivada.
Ejemplos:

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias.

T

D e"h+senxZE=x 2de orden 1= grado
dx* ax
2 ;
; d';}') dyy*
: 3.3 —-2|—= + F= =r da
2/ (dxa < (H) r Xy 3= orden 242 grado
3 2 .3
a9 o l(Z2Y 4% - _ . 5
3) i | ° (n’x:) ¥ tan x 3=r orden 1= grado
. dy :
) ﬁ- P(x)y = Q(x) 1= orden 1=’ grado

Solucién de una ecuacion diferencial



Una funcion que cuando se remplaza en la ecuacion diferencial da una igualdad, se llama una
solucion de la ecuacion diferencial, por lo tanto, resolver una ecuacién diferencial es encontrar una
funcién desconocida que al ser sustituida en la ecuacion diferencial se obtiene una igualdad.

Funcidn primitiva de una ecuacién diferencial
Es una expresion equivalente a la ecuacion diferencial que carece de derivadas.
Ejemplo:

Resolver la ecuacién diferencial

dy

—= 2y

tlx

El objetivo es encontrar la funcion y
dy = 2x dx, pasando dx para poder integrar

J dy =J 2xdx  integrando

yv=2—+c sumamos la constante ¢, cuando la integramos a la v.i.

y=x+c¢ solucion general (por ¢)

La expresidn es una "funcién primitiva" de la ecuacion diferencial.

Verificacion:

vy =x"+¢ Solucion

La solucion es aquella funcion que al ser reemplazada en la variable dependiente “y"
satisface la ecuacidn diferencial.

d}'_j
dl—.f.'-.
4 x240)=2
Tx X c) = 2x
x = 2x

Observacion: Al derivar la funcion primitiva se reproduce exactamente la ecuacion diferencial.

Problema de valor inicial



Un problema de valor inicial es un problema que busca determinar una solucién a una ecuacion
diferencia sujeta a condiciones sobre la funcidon desconocida y sus derivadas especificadas en un
valor de la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones iniciales.

Un problema de valor de frontera es un problema que busca determinar una solucién a una ecuacién
diferencia sujeta a condiciones sobre la funcién desconocida especificadas en dos o mas valores de
la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones de frontera.

Ejemplo:

Una curva tiene la propiedad de que su pendiente en cualquier punto (x,y) de ella es igual a 2x. Hallar
la ecuacion de la curva si ésta pasa por el punto (2,5)

Solucioén:

A dy
Puesto que la pendiente de una curva en cualquier punto (x v) de ella representa :l se tiene:
[ &

3

(=R

= 2x

B

X

Resolviendo la ecuacion diferencial
dy = 2xdx

Jc‘f}' =J 2xdx

La operacidn C; — €, es otra constante de integracion, por lo tanto queda:
y = ¥*+C

Donde C es una constante arbitraria

Empleando la condicién inicial:

5=2V+C=>C=5-4=C=1

Asi la curva requerida esta dada por

L]



Descripcion de una familia de curvas

Gréaficamente ¥ = x° + C representa una familia de curvas, cada miembro de ella esta asociado con un
valor particular de C

Enla sigusente figura s& muestras algunos de estos miembros para C=0-1. 1,2
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Puesto que C puede varar, frecuentemente se llama un parémefro para distinguirle de fas variables
principales ¥ y y. La ecuacion diferencial :x—’ = 2x que e3 satisfecha por todos los miembros de ia familia
frecuentemente se llamala ecuacion diferencial de fa famina

Gréfica 2.2.1.- Familia de curvas.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Ecuaciones con variables separables

Encuentre la solucion general de la ecuacién diferencial.




Resolucion:

Separando para poder integrar

dy _ G . 1
;—{_‘; -3] r

{x—a)
¥

f 5

Transponiendo términos

1
- rdy =dx -
(x+3) )

1

':.t’ 4)
Integrando ambos miembros
Jo dy dx

y¥3 - St ]

In(v+3)=In(x—4)+¢

logam —

Despejando "y" aplicando la propiedad.a n
Ei“f:.‘:"-'-'i:' - E,l::{x--i:'ec
Aplicando la propiedad a™ - a® = a™™"
E.ln".')'-ZEJ' = eim:.r--:-_‘.-er:
y+3=C(x—4)
y=C(x—4)-3 Solucién general explicita (cuando se pusde despejar V)
Soluciones Particulares
Sic=1

e
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Graficando en Graph
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Gréfica 2.2.2.- Cruce de rectas.

Comprobacion

dy y+3
dx x—4

d(x—7) x=T+3

dx x—4

r—4
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=
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Ecuaciones homogéneas

Es homogénea si no contiene términos que dependen Unicamente de su variable independiente, en
caso contrario es No Homogénea.

Ejemplos:
dm _dm  dm
Je"—+t'—4mt—=mt Segundo orden
Ittty ¢
Mo lineal
Homogénea

Es homogénea parque no cantiene términos que dependen solo de su variable independiente 't
m (vaniable dependiente) |t (vanable indepandiente)

&

dy dy _dy
Z]EHE:_SEHIFZI Jer orden
Lineal
No homogénea
Es NO HOMOGENEA porque si confienen un térming que depende solo de la variable independiente 2x
'y dy
2) "‘—“i"'r’a‘;‘i‘ﬂ =0 No lineal

Homogénea

Par definicion no contiene termins que dependen solamente de su vanable independiente

&y 8dy |
L S S (e Lineal

de? xdx
Na hamogenea

e = Este término depende solo de x,



Ejemplo ilustrativo

Resolver la ecuacion:
(x? 4+ yHdx — 2xydy =0

Resolucion:

En una ecuacion diferencial homogénea se realiza el cambio

y=ux ;dy = udx + xdu

(22 + (ux)?dx — 2x(ux)(udx + xduw) =0
Realizando las operaciones

(x? + 1w xdx — 2x u(udx + xdu) = 0
Eliminando paréntesis

xidx + ulxldx — 2x%utdx — 2x%udu =0
Dividiendo para x°

dx + utdx — 2udx — 2xudu = 0
Términos semejantes

dx —uldx — 2xudu = 0

Agrupando v factorizando los términos con dx
(1 —u®)dx — 2xudu = 0

Separando la variable

(1 — u®)dx = 2xudu

dx _ 2udu
x 1 —u?
dx 2udu B
xr 1-u?
dx 2udu

S =0
x u- -1



Integrando

dx 2udu
I J‘ u® — 1 i
Inx +In(u* -1)=C
Aplicando las propiedades de los logaritmos
nx(u:-1)=C¢C
Cambiando la notacidn logaritmica a exponencial
et = x(u® —-1)
Como e® = contante se obtiene:
(kP -1)=¢C

Remplazando y =ux =u = z

X
v 2
x(;i -1)=C

Realizando las operaciones

2 2
yr—x
(E55) -
T2

x(y* —x*) = Cx?

xy? —x3=Cx?

Graficando para un valor arbitrario C =1
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Gréfica 2.2.2.- Gréfica de valor arbitrario



Ecuaciones exactas

Resolver la ecuacion
(2x +y)dx+ (2y +x)dy=0

Resolucion

Para que la ecuacion diferencial sea exacta debe cumplir la condicién

d(M) B d(N)
dy  dx

(2x 4+ y)dx+ (2y+ x)dy =0

Derivando parcialmente 2x + ¥ con respecto a ‘y" lo
d

—(2x+y)=0+1=1

dy

Derivando parcialmente 2V + X con respecto a ‘%’

d
—@y+x)=0+1=1
X



Como cumple la condicion se trata de una ecuacion diferencial exacta

Como es exacta se tiene que encontrar la funcion flx,¥y)=C

i,

'
4

d
E_2x+y =2y 4x
ax - '

ii8

¥

fan) = [@r+pdr =25+ 30+ o)

flx,y) = x*+xy+ g(v)

Para encontrar g(¥) se deriva la funcién f (x,¥) con respecto a y.

df(x,y) d
% = d—:‘:(,r' + xy +Q{}'})
SIEY) o x(1)+ g'(y)

dx

df(x.}"}_ [P
— e Xt g )



Se Iguala las dos derivadas con respecto a y.

x+g'(yv)=2v+x

f g'(v)= f 2y

g(y) = 2‘?

g(»y) =y°

Remplazando g(¥) = vZen f(x,v) = x* + xy + g(¥) se tiene:
flx,v) =22 +xy+y°

Faor lo tanto la funcian f(x.y) = Ces

P +av+vi=cC

Graficando la solucion de la ecuacion diferencial para C = 1

e g B 320 (o) TR BNHES 220

Npitiea <! v ista Gratca

Gréfica 2.2.3.- Gréfica ecuacion diferencial con valor = 1



Ecuaciones con factores integrantes

Dada ka ecuacidn diferancial de 1a forma
Mx,v)dx+ Nix,y)dvy =0

Si las derivadas parciales cruzadas de las funciones no son iguales, la ecuacion se denomina lineal no
exacta

dM dN

-

dv  dx

Para convertirla en ecuacidn diferencial lineal exacta, en algunos casos se puede obtener un factor de
integracidn i tal que

p-M{x.v)de+u-N(x.v)dy =0
Ecuacidn diferencial equivalente en la que debera cumplirse que:

d(u'M) _d(u:N)
dy  dx

Una vez obtenida la nueva expresion se puede resolver la ecuacion mediante los procedimientos
para ecuaciones diferenciales exactas

Para obtener los factores de integracion se pueden emplear las siguientes reglas:

Condicidn Factor de integracian
dM _ dN
dy dx PR
—_—= fx | = g IR

¥ f(x) E
dN _dM
dx dy f ataan
—_— = y == AT

» g(y)| ¢

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion diferencial
(x*+y* +x)dx +xvdy =0

Solucioén:

Se debe verificar si la ecuacion diferencial es exacta. Las funciones definidas para las ecuaciones
diferenciales exactas son:



M=x*"+vyv'+x
N =xvy

Chbteniendo las derivadas parciales cruzadas se tiene:

dM _ .
v = 2y (Derivando considerando la "x" como constante)
y ' '
dM | | »
T =y (Derivando considerando a "v" como constante
x

Debido a que las 2 derivadas parciales no son iguales, la ecuacion diferencial no es exacta.

Como la diferencias entre las 2 derivadas cruzadas dividida para N es una funcién de "x" se aplica:

dM _dN
dy dx

=)

2y —y

= f(x)

Xy

De donde:

, 1
flx)=-
X
El factor de integracion i es:
p= E,_'f{xj'dx

Remplazando la funcion “f{x)

r1
p= E‘;ﬂ'.'(

Aplicando la integral
pu= elnr_'xj

Aplicando las propiedades de logaritmos naturales se tiene:

p=x

Multiplicando la ecuacion diferencial por el factor de integracidén "x" se tiene una ecuacion diferencial
equivalente



v[(x*+v*+ x)dx + xydy] =0

(x3+xy* +x3)dx+ x*yvdv=10

FPara la nueva ecuacion se debe redefinir las funciones "M" vy "N”
M=x3+xy?+x?

N=x<y

Obteniendo las derivadas parciales cruzadas se tiene:

dM .
dv 2xy (Derivando considerando la "x" como constante)
11’
dM , . . o
P 2xy (Derivando considerando a "y" como constante
x

Debido a que las 2 derivadas parciales son iguales, la nueva ecuacion diferencial es exacta.

Como la nueva ecuacién diferencial es exacta se procede a resolverla como en casos anteriores.
Esta solucion queda como tarea para el lector.

(x¥+xv® +x%)dx + x*vdv =10

Ecuaciones lineales

Resolver las siguientes ecuaciones lineales

Solucién

1)xdy — 3ydx = x*dx

dy .
x——3y=x°

Cdx
De donde

dy 3
———y=x

dy x°



Es una ecuacion lineal en "y"

Como la solucion es

B LY i f
y = o Plx)dx [f E"J P‘xjdxqtﬂ')dl + C]
For lo tanto

P(x) = -; y Qx)=x

Remplazando

y= e":lr~'§d""} [j ¢! 'f?“.rdx - Cl

Integrando

g =g AR U e M vdx + L"]

Aplicando propiedad de la potencia de los logaritmos
V= otns’ [f e xdx + C]

Aplicando propiedades de los logaritmos naturales

y=x U ¥ Pxdx + C]

Multiplicacion de igual base

yi= :c3U x " dx +£’]

Integranda
[+
y=x"|——+C
X



Se obtiene la ecuacidn caracteristica, para lo cual se sustituye V° por m? . ¥ porm e ¥V por 1 para

obtener una ecuacion de la formam* +am + b =0
Por lo tanto la ecuacion caracteristicade y* — 4y =0es m° —4 =0
Resolviendo la ecuacion se tiene m = £2

Entonces

y Fla X et

vy = CieF = Coem



